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CLASA a XII-a 


Varianta 2 — Soluţii şi barem orientativ 


Problema 1. Fie F multimea funcţiilor continue f: [0,1] — R, care îndeplinesc condiţia 
maXo<z<ı |f (x)| = 1, şi fie I: F > R, 


(f) = f oc- 


(a) Arătaţi că I(f) < 3, oricare ar fi f E€ F. 
(b) Determinati sup {I(f)| f €E F}. 


Soluţie. (a) Fie f o funcţie din F. Din condiţia maXxo<z<ı |f (x)| = 1, rezultă că 
ERE LEE E EE E 2 puncte 

Inegalitatea este strictă, în caz contrar, f(x) = 1, oricare ar fi x € [0,1], şi f(0) = —1, 
contradictie secesie ai et iei a ele i fe i i ti e 1 punct 


(b) Pentru n > 2, funcţia fn: [0,1] > R, 


2nz — 1, 0O<z<1/n, 
1 l/n<z<1, 


naal 


i 


este un element din F. oa aa ere tir Met di e e e ee Ai 0 a otel 2 puncte 


Pentru această funcţie, 


1 1/n 1 
nf) = | fla) - AO +A = | Gns- dei | 1ds+1+1 
1/n 


= (ng? — x)| +3—1/n=3—1/n. 


Prin urmare, 3 — 1/n < sup {I(f)| f € F} < 3, oricare ar fi n > 2, deci supremumul 
GOE este J: aii minika e it Be EAE EA n a 80 6 Rt de a br det a et 1 punct 


Problema 2. Fie p un număr natural mai mare sau egal cu 2 şi fie (M,:) un monoid 
finit, astfel încât a? Z a, oricare ar fi a E€ M > {e}, unde e este elementul neutru al lui 
M. Arătaţi că (M,-) este grup. 


Soluţie. Fie a € M > {e}. Cum M este finit, există două numere naturale nenule i şi k, 
astfel încât at 9040) PPR eta eat ere ere ăi adu di fi setea aul d) i eta aa ata al 1 punct 


Prin înmulţiri succesive cu af, rezultă că af = a*"*. oricare ar fi numărul natural 
3 3 


Henu neak rari dendan aE A ae n SeT aae a aeea nt dace ean 1 punct 


Alegem un număr natural m, astfel încât mk > i. Prin inmulţirea, relatiei anterioare 


cua tt obtinem a 87 a e RR NE DR TIE RP a RPR a IE SI PRE 3 puncte 


Fie b = a. Atunci b = b? şi, prin eventuale înmulţiri succesive cu b, obţinem b = b. 


E 1 punct 
Rezultă că b = e, i.e., a = e. Cum mk > 2, obţinem a™*-! . a = a-amk-l = e, deci 
a este inversabil şi, prin urmare, (M,-) este grup. ......cccn eee 1 punct 


Problema 3. Arătaţi că o funcţie continuă f:R — R este crescătoare dacă şi numai 


dacă 
c-b) | mar < 0-a) | noa 


oricare ar fi numerele reale a < b < c. 


Soluţie. Dacă f este crescătoare şi a < b < c, atunci 


Reciproc, fie a şi b două numere reale, astfel încât a < b, şi fie F: R — R o primitivă 
a lui f. Dacă x şi y sunt numere reale, astfel încât a < x < y < b, din relaţia din enunţ 
rezultă că 


F(a) - F(a) _ FU) Flo) _ FU) FU) 
z—a = y= r E b—y 
„af otita aa ao at e aeea a e atăt ana tau cana ca oa ca aa at e a ala ca, 2 puncte 
Cum F este derivabilă şi F’ = f, obţinem 
i A a RU) a 
= = < = — 
f(a) = Pra) = lim A < im UI = Pr) = 6) 
a Bă ni Sl E E Ti 03 a 0 a 07 ll i ai A 2 puncte 


Remarcă. Implicaţia directă nu necesită continuitatea lui f, deoarece monotonia funcţiei 
implică integrabilitatea pe orice interval compact. 
Implicaţia reciprocă nu necesită nici ea continuitatea lui f, ci doar existenţa primi- 
tivelor pe R. 
În cazul în care f este continuă, implicaţia directă mai poate fi demonstrată după cum 
urmează: conform teoremei de medie, există a € (a,b) şi 8 € (b, c), astfel încât 


[ro dz = (b-a)f "re )dz = (c—b)f(6). 


Cum a < $, rezultă f(a) < f(8), deci 


(c-b) f zale (00) a 0603050600 0) f i 


Problema 4. Fie n şi q două numere naturale, n > 2, q > 2 şi q # 1 (mod 4), şi fie K 
un corp finit care are exact q elemente. Arătaţi că, oricare ar fi elementul a din K, există 
x şi y în K, astfel încât a = x?” +2". (Orice corp finit este comutativ.) 


Soluţie. Fie p caracteristica lui K. Atunci p este prim şi q = p“, unde a este un număr 
natural nenul. Cum q Z 1 (mod 4), rezultă că şi p # 1 (mod 4), deci p = 2 sau p = 3 
(mod 4) şi, în acest caz, œ este IMpar. ao aa eta aer ft iata a pei talia 1 punct 


Dacă p = 2, iar x şi y sunt elemente ale lui K, astfel încât x?” = y?” , atunci z = y = 0 
sau, în cazul în care y 7 0, (xy7!)?” = 1. Cum (ep 121 = (zapp i)rl = 1, obtinem 
xy! = 1, deci z = y. Prin urmare, funcţia f: K —> K, f(x) = x”, este injectivă, deci 
surjectivă. Dacă a este un element oarecare din K, atunci există un element z în K, astfel 
Tea =f (z) decia =a FO e, ete art pc ed aa El Bai 28 asi aaa A 2 puncte 


Dacă p = 3 (mod 4) şi a este impar, atunci şi q = 3 (mod 4), i.e., q = 4k + 3, unde 
k este un număr natural. Fie g: K* — K*, g(x) = x”, şi fie z şi y două elemente din 
K*, astfel încât g(x) = g(y). Atunci (y-1)?" = 1 şi cum (ay 1)%2 = (gy1)! = 1, iar 
(2” 4k + 2) = 2, rezultă (xy™t)? = 1, deci xy™t = 1, i.e., y = E£. soia ca 1 punct 


Cum p este impar, rezultă că 1 Z —1, deci imaginea funcţiei g are exact (q — 1)/2 
elementer ci maions nu nică ag, ie e aada bca kai Na e a aa 1 punct 


Fie K, = (x? |x € K} = {0} U Img. Evident, |K,| = 1 + (q — 1)/2 = (q + 1)/2. 
Dacă a este un element oarecare al lui K, atunci |Kn| = |a — Kn| = (q + 1)/2, deci cele 
două mulţimi, Kn şi a — Kn, nu sunt disjuncte. Prin urmare, există u şi v în Kn, astfel 
încât u = a — v. Cum u = z?” gi v = y”, unde z şi y sunt elemente din K, obţinem 
OEA E ca ai ea a Aaa a a a aa a za a ear ae Baa a tt aa a ad ca 2 puncte 


